FILAS DE ESPERA

Notas baseadas em
“Introduction to Operations Research”
de Hillier e Lieberman.
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ESTRUTURA BASICA DOS SISTEMAS DE FILAS DE ESPERA

Quando um determinado servigo € procurado por varios clientes, poder-se-ao
formar filas de espera, ja que o numero de servidores e a duragao do servigo de cada
cliente usualmente ndo permite que cada cliente seja atendido assim que solicita o servigo.

Poderemos representar esquematicamente o processo de formacado de filas de
espera do modo seguinte:

... Sistema

. Filade | ' Servico | Saida de
Fonte || | espera —! ©O i =  clientes

A N S servidos

Fonte ( populagdo ) : dimensao (finita ou infinita);

processo de chegadas (distribuicdo estatistica das
chegadas, numero de clientes por chegada);

atitude dos clientes (p.ex., possibilidade de recusa de um
cliente aceder ao servigo ao constatar que a fila de espera é
muito longa; possibilidade de desisténcia de um cliente que
abandona o sistema sem ter sido servido depois de uma
longa espera).

Sistema : fila (unica; multipla; fomprimento limitado ou ilimitado;
disciplina); 4
servigo (n° de servidores; distribuicao estatistica da duracao
de um atendimento; ensdo do servico (0 numero de
clientes que podem ser servidos simultaneamente))
capacidade do sistema (0 nimero maximo de clientes que,
num dado instante, podem estar no sistema, incluindo os
clientes que aguardam na fila e os que estao a ser servidos).

Disciplina (isto €, a ordem pela qual os clientes sédo atendidos, destacando-se as disciplinas
FIFO “first in, first out”, ou seja, atendimento por ordem de chegada; LIFO “last in, first out”,
ou seja, a ultima entrada é processada primeiro; SIRO “service in random order”, ou seja,
servigo por ordem aleatéria e PRI, correspondente a uma ordenagéo com prioridades).

A NOTAGAO DE KENDALL v/w/xlylz é utilizada para caracterizar uma fila de
espera: v caracteriza 0 processo de chegadas, representando a distribuicao do intervalo de
tempo entre chegadas consecutivas; w caracteriza a duragédo do servigo; x denota o numero
de servidores; y representa a capacidade do sistema ou a dimens&o da fonte, e z especifica
a disciplina da fila. Cada uma das especificacdes v e w podera ser igual a D, M, E,, ou G,
correspondendo a Deterministico, com Distribuicdo Exponencial (processo Markoviano), com
distribuicdo Erlang-k, k = 1, 2, ... (Gama), ou com qualquer outra distribuigéo,
respectivamente. Muitas vezes nao se especifica y e z, assumido-se que a capacidade do
sistema é ilimitada e que a disciplina é FIFO.

Exemplos: M/M/2/10/FIFO (tera uma distribuicéo do intervalo de tempo entre
chegadas consecutivas e uma distribuicdo da duracdo do servigo
exponenciais, dois servidores, um limite maximo de 10 clientes no

178




interior do sistema e os clientes serdo atendidos por ordem de
chegada).

M/D/1 (processo de chegadas com uma distribuigéo do intervalo de
tempo entre chegadas consecutivas exponencial, e uma duragao
deterministica do servigo, um servidor, assumindo-se que o sistema
tem uma capacidade ilimitada e que a disciplina sera FIFO).

Consideremos dois exemplos de diferentes sistemas de filas de espera e
identifiquemos as suas caracteristicas:

¢ Os visitantes chegam ao &trio de entrada da Torre Panordmica, onde poderao
estar até 100 pessoas, aguardando que o Unico elevador disponivel (com uma lotagdo de 20
pessoas) chegue para as levar ao miradouro panoramico.

Assim, temos um sistema com capacidade limitada (100 pessoas), em que o0s
clientes sdo os visitantes, com um Unico servidor (o elevador) e com uma dimensao de
servigo igual a 20 (a lotagdo do elevador). Supde-se que a disciplina da fila sera FIFO.

+ Numa fabrica™e téxteis existem 15 teares que, quando se avariam, sdo reparados
por dois técnicos de nfanutencdo. Sabe-se que o intervalo de tempo entre duas avarias
consecutivas se pode considerar com distribuigdo exponencial de média 5 horas e que a
reparagao de cada teaﬁ?]avariado tem uma duracao que se pode considerar com distribuicdo
exponencial de média 1 hora.

Parece aceitavel assumir-se que o servico sera feito por ordem de ocorréncia das
avarias, ou seja, a disciplina da fila sera FIFO. Assumindo que todas as maquinas avariadas
serao reparadas, nao ha limitagdo na capacidade do sistema (no entanto, nio sera possivel
ter-se mais do que 15 maquinas avariadas), pelo que teremos um sistema M/M/2/15/FIFO
alimentado por uma fonte com dimensao finita (15), j& que os teares avariados serdo os
clientes. Os dois servidores sédo os técnicos de manutengao.

Exercicio:

Numa olaria trabalham dois artesidos — um deles na produg¢dao das pecas
propriamente ditas, e o outro na sua decoragao. As pecgas sao fabricadas uma a uma,
chegando ao artesao encarregado da decoragdao a um ritmo que se pode considerar
constante de uma pega por cada 30 minutos. A duragcao da decoragao de cada pecga
pode também ser assumida constante e igual a 45 minutos. O artesao decorador
comeca sempre pela ultima pecga que acaba de receber da producgao.

As actividades na olaria sao iniciadas as 8:30 horas e a produgéo é interrompida das
12:30 as 13:30 e a decoragao é interrompida das 12:45 as 13:45 para almogo dos
artesdaos. A produgao diaria termina as 15:30 horas e o artesdo que se dedica a
decoragdao mantém-se a trabalhar para escoar todas as pegas produzidas nesse dia,
pelo que nos inicios das manhas nao ha pecgas a aguardar a decoragao.

Simule manualmente o funcionamento do sector de decoragao, determinando o valor
médio de pegas que aguardam a sua decoragao durante a manha (8:30 - 12:45 horas).
Determine ainda a que horas o artesdao decorador termina as suas actividades.

Pode-se considerar que o sector de decoragéo corresponde a um sistema D/D/1 com
um tempo entre chegadas consecutivas igual a 30 minutos e uma duragéo de servico igual a
45 minutos. As pecas a decorar sao os clientes e o artesao decorador é o servidor. A
disciplina da fila de espera é LIFO, ou seja, atendimento por ordem inversa a da chegada.
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No quadro seguinte procede-se a simulagdo manual do sistema.

Chegada de |Atendimento de

T (minutos) cliente cliente Fila de espera
8:30 -—- -—-
9:00 n° 1 n° 1 -
9:30 n° 2 n° 1 n° 2
9:45 - n° 2 -—-
10:00 n°3 n° 2 n°3
10:30 n° 4 n°4 n° 3
11:00 n°5 n°4 n°3,n°5
11:15 --- n°5 n°3
11:30 n° 6 n°5 n°3,n°6
12:00 n°7 n°7 n°3,n°6
12:30 n° 8 n°7 n°3,n°6,n°8
12:45 --- -—- n°3,n°6,n°8
13:45 - n°8 n°3,n°6
14:00 n° 9 n° 8 n°3,n°6,n°9
14:30 n° 10 n° 10 n°3,n°6,n°9
15:00 n° 11 n° 10 n°3,n°6,n°9,n° 11
15:15 --- n° 11 n°3,n°6,n°9
15:30 n°12 n° 11 n°3,n°6,n°9,n°12
16:00 --- n°12 n°3,n°6,n°9
16:45 - n°9 n°3,n°6
17:00 - n°6 n°3
17:45 -—- n°3 ---
18:30 -—- -—-

Durante a manha (8:30 — 12:45), ha um periodo de 75 minutos sem pecas a
aguardar decoragdo, ha 90 minutos com uma pega em espera, 75 minutos com duas pecgas
em espera, e 15 minutos com trés pecas em espera.
aguardar a decoragao durante amanha éiguala ( 0.75+1.90+2.75+3.15)/255~

1,12 pecas.

O artesdo encarr

ficando prontas 12 pegasgor dia.

Ruy
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A DISTRIBUIGAO EXPONENCIAL

A distribuicdo exponencial € particularmente importante na caracterizacdo dos
sistemas de Filas de Espera, nomeadamente para descrever os intervalos de tempo entre
chegadas consecutivas e as duragdes de servico. Recordemos, entdo, algumas
caracteristicas desta distribuicao:

Seja T uma variavel aleatéria com distribuicdo Exponencial Negativa, com parametro
A istoé, T~Exp(L).

fr(t)
Funcao densidade de A
probabilidade:

de ™ ,t>0
fr(t) =
0 { 0 ,t<0

F(t)
Funcao de distribuicdo acumulada: | —

—_

E-(t) = 0 ,t<0
() = l—e™ t>0

u = Valor Médio =1/ A ; o= Desvio Padrdao=1/2X; y1 = Coef. Assim. = +2

Propriedade 1: A funcdo densidade de probabilidade da distribuicao
Exponencial é estritamente decrescente (para t > 0).

Como consequéncia directa desta propriedade, poderemos escrever
T~Exponencial, P(0<T<u)>P(pnT<2u) > P(2u<T<3p).

Com efeito, P(0<T<p)=P(T<p)=F(p)=1l-e =1-¢"~63,2 % (Ou seja,
grande parte dos valores tomados por uma variavel aleatéria com distribuigao

Exponencial Negativa sédo inferiores ao respectivo valor médio). 8
0

o

P(pu<T<2u)=F(2u)-Fq(pn)=23,3 % (De notar que, por‘;’gutro lado, s6
poucos valores sao ‘elevados’: por exemplo, maiores do que o dobro do vanr@édio P(T>
2u)=1-F(2n)=1-(1—e™* )= e~ 13,5%).

P(2u<T<3p)=Fy(3u)-Fr(2un)~8,6%
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Assim, se assumirmos que os intervalos de tempo entre chegadas consecutivas se
distribuem exponencialmente, estaremos a assumir que a maior parte desses intervalos de
tempo serdo curtos, pelo que se irdo formando filas de espera; s6 esporadicamente um
intervalo de tempo sera ‘elevado’, permitindo uma eventual regularizagédo do sistema.

Se assumirmos que as duragbes do servico (atendimento) se distribuem
exponencialmente, estaremos a admitir que a maior parte dos clientes sera atendida
‘rapidamente’ (mais rigorosamente, com duragdes de servigo inferiores a duracdo média), e
que apenas um baixo numero de clientes originardo duragbes de atendimento elevadas.
Esta hipotese parece aceitavel para situagbes em que o atendimento a diferentes clientes
pode originar tarefas distintas, mas € menos adequada para situagdes em que o servico a
ser prestado a todos os clientes seja idéntico.

Propriedade 2: A distribuicdo Exponencial nao tem memoéria (Propriedade
Markoviana).

T~ Exponencial, P(T<a+b|T>a)=P(T<b)

Esta propriedade significa, quando T representa a distribuicdo dos intervalos de
tempo entre chegadas consecutivas, que o intervalo de tempo até a proxima chegada é
independente do inﬁtante que decorreu desde a ultima chegada — o que parece aceitavel
para a generalidadé’dos processos de chegadas dos clientes. E por este motivo que se diz
que a Distribuicao Exponencial ndo tem meméria.
=}

12
Propriedade 3: O minimo de varias variaveis aleatérias independentes
com distribuicao Exponencial é uma variavel aleatdria
com distribuicao Exponencial.
Sejam T4, T, ..., T, variaveis aleatérias independentes com distribuicéo

Exponencial, de parametros, respectivamente, iguais a A4, A, ..., A, ©

U =minimo{T,, T, ..., T, }

n
Prova-se que U ~ Exponencial (1), com A= Z Ai, OU seja, 0 minimo
i=1
de n v.a. Exponenciais é ainda Exponencial com parametro igual a soma dos
parametros das n v.a..

Esta propriedade tem varias implicacdes:

i) supondo que ha diferentes tipos de clientes, cada um dos quais tem um
processo de chegadas com distribuigdo Exponencial com um parametro especifico,
pode concluir-se que o processo de chegadas agregado, correspondente aos varios
tipos de clientes, ainda é descrito por uma distribuicdo Exponencial, com parametro
igual a soma dos parametros individuais.

ii) se se tiver n servidores a assegurar o atendimento dos clientes, todos
assegurando uma duracdo de servico com distribuicdo Exponencial de paradmetro p,
num dado instante, o tempo necessario para o préximo final de servigo, de qualquer
do n servidores, tera distribuigdo Exponencial com parametro (n.u). Assim, o
sistema comporta-se como se tivesse um unico servidor, com duracdo de servigo
com distribuicdo Exponencial de parametro (n.p).

Esta propriedade muito util no estudo dos modelos com muiltiplos servidores.
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Propriedade 4: A distribuicdo Exponencial esta relacionada com a
distribuicao de Poisson.

Se o intervalo de tempo entre chegadas consecutivas tiver
distribuicao Exponencial, com parametro 1, entdo o nimero de chegadas
por unidade de tempo t tem uma distribuicao de Poisson, com parametro

m = A t. Refira-se, desde ja, que o parametro m sera igual ao valor médio da
distribuicao de Poisson.

A representa a taxa média de ocorréncias

Se para um processo de ocorréncias, a distribuicdo do intervalo de tempo entre
ocorréncias consecutivas for Exponencial, e se 0s sucessivos intervalos de tempo entre
ocorréncias consecutivas forem independentes entre si, estaremos perante um Processo de
Poisson.

A relacdo entre a distribuicdo Exponencial e a distribuicdo de Poisson é
particularmente util pargese avaliar o numero de atendimentos efectuados num dado intervalo
de tempo t, admitindo $jue a duragdo do atendimento tem distribuicdo Exponencial com
parametro u. Assim, d-himero de atendimentos efectuados por um servidor no intervalo de
tempo t pode caracterizar-se com uma distribuicdo de Poisson de média m = pt. No caso
de termos um atendim&nto efectuado por n servidores, a distribuicdo de Poisson passara a
termédia m=npt.

Propriedade 5: Na distribuicdo Exponencial de parametro A, para todos
os valores positivos de t, verifica-se que
P(T<t+At|T>t) = A At, para pequenos At.

Se continuarmos a interpretar T como o intervalo de tempo que decorreu desde o
ultimo acontecimento (chegada, ou final de servigo), esta propriedade indica-nos que,
qualquer que seja o tempo que ja decorreu, a probabilidade de ocorréncia de um novo
acontecimento no préximo pequeno intervalo At é proporcional a At, sendo a constante de
proporcionalidade A ( a taxa de ocorréncias). De notar que o numero esperado de
ocorréncias no intervalo At € exactamente igual a A. At. A probabilidade de ocorréncia, no
entanto, pode diferir ligeiramente deste valor ja que existe uma (baixissima) probabilidade de
que mais do que um acontecimento ocorra neste pequeno intervalo de tempo ...

Propriedade 6: A distribuicao Exponencial nao é afectada pela agregacao,
ou desagregacao.

Imaginemos que a um sistema chegam 3 tipos de clientes, segundo processos de
Poisson independentes, com taxas de chegada A+, Ay, A3. Para descrevermos o processo
geral de chegadas dos clientes, poderemos agregar estes trés processos num unico
processo de Poisson, com taxa de chegada A = A+A,+A3. Inversamente, se tivermos um
processo de chegadas Poissoniano, com taxa de chegadas A e, se existir uma probabilidade
fixa de cada cliente pertencer a um determinado tipo (por exemplo, com 40 % de
probabilidade sera um cliente de tipo A e com 60 % de probabilidade um cliente de tipo B),
poderemos desagregar 0 processo inicial em varios processos autdbnomos, também de
Poisson, associados aos varios tipos de clientes (no nosso exemplo, com taxas de chegada,
respectivamente iguaisain=0,4 .2 e Ag=0,6.1).
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Exercicio:

Admita que o processo de chegadas de clientes a uma loja pode ser considerado um
Processo de Poisson, com uma taxa de 5 chegadas por minuto. Caracterize a
distribuicao do intervalo de tempo entre duas chegadas consecutivas e a distribui¢ao
do nimero de chegadas por minuto.

Considerando o segundo como a unidade de tempo, o intervalo de tempo entre duas
chegadas consecutivas gpodera ser descrito por uma variavel Exponencial de média 12
segundos (=60/5), ist§ € com parametro A =1/12. O numero de chegadas por minuto
podera ser descrito por &ina distribuicao de Poisson com parametro m = A t = (1/12) 60 = 5.

S
14

Finalmente, recordemos que a soma de k variaveis aleatérias, independentes e
identicamente distribuidas, com distribuigao Exponencial (A), € uma variavel aleatéria
Erlang-K (Gama). Pelo Teorema do Limite Central, se k for muito elevado, a distribuicéo
Erlang-k tendera para a distribuicdo Normal.

Sejam X v.a. i.i.d, X;~ Exponencial (1),
T~ Xy + Xz + ...+ X() ~ Erlang-k (1)

ComoE[X]=1/) e Var[X]=1/x2, é facil constatarque E[T]=k/A e Var[T]=k/
A2

Apresentemos agora, muito sumariamente, algumas caracteristicas da Distribui¢ao
de Poisson. Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo de Poisson, com parametro m,
isto &, X~ Poisson(m).

Funcao de distribuicao de probabilidade: Px(k)

Px(k)=P(X=k)=e™m"/k!,k=0,1,2, ..

012345867 X

p=Valor Médio=m ; o® = Variancia = m

A Distribuicdo de Poisson € uma das (poucas) distribuigdes estatisticas que goza da
aditividade, isto &, a soma de variaveis aleatérias independentes com distribuicdo de
Poisson é ainda uma variavel aleatéria de Poisson (com parametro igual a soma dos
parametros das variaveis que foram somadas).

Por outro lado, dado o Teorema do Limite Central (a soma de n variaveis
independentes e identicamente distribuidas tende para a distribuigdo Normal, quando n se
torna elevado), poderemos aproximar a Distribuicdo de Poisson (m) da Distribuigao
Normal (com valor médio e variancia iguais a m), quando m é elevado (em termos
praticos m maior do que 20). Esta aproximagdo permite efectuar o calculo de
probabilidades com maior facilidade ... No entanto, ha que ter em atencao o facto
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)
de uma variavel aleatéria com c@stribuigéo de Poisson ser discreta, enquanto que a
distribuicdo Normal descreve umg variavel aleatéria continua ... e fazer a chamada
correcgao de continuidade ... (Rg::mete-se o leitor mais esquecido para um compéndio de
Estatistica...).

Exercicio FEO1

Exercicio FE02
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O PROCESSO DE NASCIMENTO E MORTE

A maior parte dos modelos elementares de filas de espera baseia-se no processo
de nascimento e morte. No contexto das filas de espera, um nascimento corresponde a
chegada de um novo cliente e uma morte corresponde a partida de um cliente.

O estado do sistema no instante t € o numero de clientes no sistema, denotado por
N(t). Um processo de nascimento e morte obedece a trés hipoteses-base:

Hip.1: Dado N(t) = n, a distribuicdo de probabilidade do tempo restante até
ao préximo nascimento (chegada) é Exponencial com parémetro A, (n = 0,
1,2,...).

Hip.2: Dado N(t) = n, a distribuicdo de probabilidade do tempo restante até a
proxima morte (final de atendimento) € Exponencial com parametro p, (n =
0,1,2,...).

Hip.3: Em cada instante s pode ocorrer ou um nascimento, ou uma morte.

As hipéteses 1 e 2 tornam o processo de nascimento e morte um tipo particular de
Cadeias de Markov continuas, o que facilita o tratamento das Filas de Espera que assim
podem ser descritas. A hipotese 3 simplifica adicionalmente a analise.

Na figura seguinfe esquematiza-se o diagrama de transicdo correspondente ao
processo de nascimento émorte:
o

)
}\H él Xf >\n -} ‘xn = | AN
s 30‘0 : &
K Mo k3 n —1 Un Mnoat

An: taxa média de chegadas (n° esperado de chegadas por unidade de tempo) de novos
clientes quando n clientes estdo no sistema.

Un: taxa média de servico global * (n° esperado de atendimentos completados por unidade de
tempo) quando n clientes estdo no sistema.

[* global < taxa combinada relativa aos servitores ocupados]

As setas no diagrama representam as unicas transigdes possiveis no estado do sistema e os
valores inscritos por cima, ou por baixo, de cada seta representam a respectiva taxa média
para essa transicao.

Depois de o sistema ter atingido o estado de equilibrio (se tal for possivel), o
diagrama de transicao facilita a determinagao de resultados relevantes.

Ha um principio fundamental “taxa de entrada = taxa de saida”, que
estipula que, para qualquer estado do sistema (n =0, 1, 2, ... ), a taxa média de
entradas é igual a taxa média de saidas. Este principio permitira escrever, para fodos
os estados, a respectiva equagdo de equilibrio, em fungdo das incognitas P,
(probabilidades). A resolugédo do sistema de equagbes permitira determinar o valor dessas
probabilidades.
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llustremos a utilidade do diagrama de transi¢do para determinarmos as equagodes
relativas aos estados 0 e 1:

Dado que s6 se pode entrar no estado 0, a partir do estado 1, a taxa média de
entrada no estado 0 depende apenas da taxa média de entrada no estado 0 sabendo-se que
o sistema esta no estado 1, 4, e da probabilidade de ocorréncia do estado 1, P4, sendo igual
a u.P4. Poroutro lado, a taxa média de saida do estado O seraiguala XAy.Pg. Assim,
relativamente ao estado 0, poderemos escrever:

M1.P1=7\,0.P0

A entrada no estado 1 pode dar-se a partir do estado 0 (dependendo da taxa A € da
probabilidade de ocorréncia do estado 0, Py), ou a partir do estado 2 (dependendo da taxa p;,
e da probabilidade P,), sendo, assim, a taxa média de entrada no estado 1 igual a Ay. Po+ 2
. Po.  Por outro lado, a saida do estado 1 pode dar-se para o estado 0 (dependendo da taxa
u4 e da probabilidade P4), g&i para o estado 2 (dependendo da taxa A, e da probabilidade P,),
sendo, assim, a taxa média de saida do estado 1 iguala pq. Py+ Al Py Assim,
relativamente ao estado 1,‘§‘oderemos escrever:

=]
-

7\.0.P0+u2.P2=u1.P1+7\,1.P1

Raciocinado analogamente poderemos determinar as equagdes de equilibrio para o
processo de nascimento e morte:

Estado Equacao de equilibrio
0 M1 . P1 = }\,0 . Po
1 7\.0.P0+H2.P2=(7\.1+H1).P1
2 7\.1.P1+],l3.P3=(7\,2+},l2).P1
n At - Png t Hn+1 - Pn+1= (7\vn + Hn) . Pn

Como se pode observar, temos uma variavel “a mais” em relagcdo ao numero de
equagbes. Assim, dever-se-a resolver este sistema em fungdo de uma das variaveis (em
geral, Py).

Resolvendo sequencialmente, e a partir da primeira equacgao, obtemos:

Py = ﬁpo

H

Ay
Hil,

P2 = Po

_ Aok
Myt

Pn
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Para simplificar a notagdo, poderemos denotar, para Aoy,
n=1,2,.... Ch= 2

I,

Assim, as probabilidades de equilibrio sdo dadas por:

P,=C,Py, paran=1,2, ....

Como o somatdrio das probabilidades tem que igualar 1, obtém-se:

.y © . . . .
Desde ja poderemos avancar algunsifesultados gerais aplicaveis a sistemas de
filas de espera, baseados no processo de nascgnento e morte:

>
« 0 nimero médio de clientes no sistema sera:

L=i n.P,

n=0

Se tivermos um sistema com s servidores, havera s clientes que estardo a se
atendidos, pelo que

e 0o numero médio de clientes a aguardar atendimento na fila
(comprimento médio da fila de espera) sera:

Lq=i (n=s). P,

e 0 tempo médio no sistema, por cliente (incluindo a duragéo do atendimento)
sera:

W=1L/ A Férmula de Little

Zdesigna a taxa média de chegadas, a longo prazo,
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e 0 tempo médio a aguardar o atendimento, por cliente (na fila de espera -
exclui a duragéo do atendimento) sera:

Embora algumas das‘gexpressées anteriores envolvam somatérios com um numero
infinito de termos, muitas vézes esses somatorios podem ser resolvidos analiticamente;
noutros casos, poderdo seraproximados numericamente. De notar ainda que as
expressoes indicadas assume'-fn que, com os valores assumidos pelos parametros A, e u,, se
possa atingir o estado de equilibrio — tal € sempre o caso quando existir um nimero finito n
(n > 0) de estados; tal € sempre o caso quando p = A/ (s u ) < 1; tal ndo serd o caso

o0
sez Ch=m.
n=0
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MODELOS DE FILAS DE ESPERA BASEADOS NO PROCESSO DE
NASCIMENTO E MORTE ( modelos com distribuicées Exponenciais)

Os processos de nascimento e morte servem de base para modelar varios sistemas
de Filas de Espera. Estes processos assumem um processo de chegadas Poissoniano
(distribuicdo Exponencial para modelar o tempo restante até ao préximo nascimento, i.e.,
chegada) e um tempo de servigo (o tempo restante até a proxima morte, i.e., final de
atendimento) também Exponencial. Estes modelos diferem essencialmente nas hipoteses
assumidas para n, A, € un.

Comecemos por considerar o

e Modelo M/M/1 com populacao infinita e fila ilimitada

Neste modelo assume-se que existe um Unico servidor, que os intervalos de tempo
entre chegadas consecutivas sao independentes e identicamente distribuidos, com
distribuicdo Exponencial (A), e que as duragdes dos servigos sao independentes e
identicamente distribuidas, com distribuicdo Exponencial (u). Assim, neste caso, teremos A ,,
= A (taxa média de chegada dos clientes) ,paran=0,1,2,... e u,=pu (taxa média
de atendimento dos clientes), paran=1,2,.... Assumiremos que a fila tem capacidade
ilimitada que é alimentada por uma populacao infinita e que a disciplina praticada sera FIFO.
O diagrama de transigao resultante sera:

A A A A A A
(T TR e P TN X
Estado: (0] (1) () () -~ G-29 Sn- 13 Jnj SaiD
e I e U e n

A partir das referidas taxas médias poderemos definir o factor de utilizagao p (por
vezes designado por intensidade de trafego):

p =Alp

O factor de utilizagéo*(ovbpresenta 0 numero esperado de chegadas durante um servigo médio.
Assim,sep>1,0 rit@o das chegadas ultrapassa a capacidade de atendimento do servidor,
pelo que explodira, i.&, ndo se atingird uma ‘situagdo de equilibrio’. Se p < 1 o sistema
podera atingir ur¥a ‘situagcdo de equilibrio’, ou seja o ritmo a que decorre o
atendimento dos clientes € suficiente para dar vazao aos clientes que vao chegando.

Recordemos que A representa a taxa de chegadas, e que estamos a assumir que é
constante e independente do nimero de clientes ja no sistema. As Férmulas de Little
permitem-nos relacionar L comW e L, com W;:
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De notar que se a taxa de chegada depender do estado do sistema, as Férmulas de

Little ainda sdo vélidas desde que substituamos, nas expressdes apresentadas, A por A
(isto é, a taxa média de chegadas).

De notar que, para este modelo, C,=(A/p)"=p". Assim, a probabilidade
de estarem exactamente n pessoas no sistema, P,, sera dada por:

Po=p".Po=p"(1-p)

A taxa de desocupacdo do sistema, Py, isto é, a probabilidade de nao haver
clientes no sistema:

A probabilidade de estarem mais do que K pessoas no sistema sera dada por:

P(n>K)=p""!

O tempo médio de permanéncia de um cliente no sistema (W) e o tempo médio de
espera na fila (W,) podem ser relacionados facilmente se notarmos que 1/p corresponde ao
tempo médio gasto no servico:

W=W,+ 1/p

©
T@&ndo em conta a expressdo anterior e as Formulas de Little, poderemos escrever a
relagao e&re o numero médio de clientes no sistema (L), o comprimento médio da fila (L):

>
=}

x

L=Lg+ A/p =Lg+p

De notar que, num sistema M/M/1, Lyndo éigualalL -1, massimalL—-p !

A partir das expressdes apresentadas poderemos deduzir os seguintes resultados:

L= ZIDn :L :L
n=1 l_p /Ll_/l

,02 /12

Tl-p uu-2)

Lq

(cont.)
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(continuagéo)

Quanto a probabilidade de um cliente estar mais do que t unidades de

tempo no sistema, ou na fila em espera (P(w > t), ou P(i, > t), respectivamente),
poderemos obter:

P(w>t)=e™*"" parat>0

P(w,>t)=pe™"™*' parat>0

Aproveitam@s para recordar que a taxa de desocupagao do sistema, P,,
representa a prob&)ilidade de ndo haver clientes no sistema, o que coincide com a

probabilidade de urri cliente ndo ter de esperar na fila, pois um cliente s6 é atendido assim
que chega se nao h‘guver clientes no sistema. Assim,

Po=1-p=P(W,=0)

Em seguida, sintetizaremos os resultados validos para um sistema M/M/1,

alimentado por uma populagao infinita e sem limitacdes quanto ao comprimento maximo da
fila de espera:
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Sistema M/M/1, Populagao = «; Fila maxima = «

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A
clientes por unidade de tempo.
(72}

o
Duragdo do servigo com distribuicdo Exponencial Negativa — taxa de
atend?ento de p clientes por unidade de tempo (pelo unico servidor).

Disciplina da fila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxa de ocupagdo p=A/p (p<1)

Taxa de desocupagdo = 1—-p =Py =P(®;=0)

L=Lg+ A/p
L:L:L
l-p u—41
~ p2 _ /12
Ylep (-2
W=Wy+ 1/p
1
W=L/A= ——
H—A
o,
Wy=Lg/ A = ——
9~ Lq Py

Po=1-p=P(i, = 0)
Pn=p"Po=p"(1-p)

P(n>k)=p*""
P(w>t)=e*"P'=e"  parat>0

P(wy>t)=pet ™' =pe'" parat>0

Fagamos agora um exercicio de aplicagao:
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Exercicio:

“O Docinho” é uma pequena pastelaria, sem lugares sentados, onde sdo vendidas
especialidades regionais, pela sua Unica empregada. Pode-se considerar que as
chegadas constituem um Processo de Poisson, com uma taxa de 15 chegadas por
hora, estimando-se que a duragdao do atendimento de um cliente se possa considerar
exponencialmente distribuido, com valor médio igual a 3 minutos.

1 - Determine:

a) a probabilidade de estar apenas um cliente na pastelaria;

b) a probabilidade de estarem, pelo menos, trés clientes na pastelaria;

¢) o comprimento médio da fila de espera;

d) o tempo médio de espera na fila;

e) a probabilidade de que um cliente esteja mais do que 5 minutos na pastelaria;

f) a probabilidade de que um cliente esteja mais do que 3 minutos a espera para
comecar a ser atendido.

2 — O proprietario dg“o Docinho” esta convencido de que seria possivel diminuir o
tempo médio de espera na fila para 6 minutos se a sua empregada aumentasse o ritmo

de trabalho, diminuin&é a duragao média do atendimento de um cliente. Comente.

=
a<

1-2=15h"=1560min"; p=1/3min"; p=1/p=3/4 (p<1v)
a) Py=p(1-p)=3/4.14=3/16~19%

b) Po=1-p=1/4; P,= p2 (1-p)=9/16.1/4=9/64 . Assim, a probabilidade pedida
éiguala 1-Py—Py—Py= 27/64 ~42 %

2

Yo
I-p

c) Lg= = 36/16 = 2,25 clientes

d) Wg= Lg/A =9 min
e) P(w >5)=e*'"°+66%
1
(ouy W= ——=12min—> P(w>5)=¢e >V 266 % v)

u—Aa
f) P(wy>3)=pe*"™°~58% (ou, P(w;>3)=pe *'"~58%v)

A

2. A=15/60 = 1/4 min"; W= L/l=6min<:>p2—1/4 w—1/24=0
ﬂ_

< pn~0,729 min™
<> Duragao média do atendimento de 1 cliente =1/ ~ 1,37 min.
Conclusao: Atingir este objectivo implica reduzir a duragdo média do servigo de 3,00

para 1,37 min ! Muito provavelmente, tal sera dificil de atingir com uma Unica
empregada!

Exercicio FE03

194




E se, no exercicio d’ “O Docinho”, tivéssemos duas empregadas, em vez de apenas
uma ? O que aconteceria ? Para podermos responder a esta questédo, apresentaremos em
seguida o

e Modelo M/M/S com populacgao infinita e fila ilimitada

Agora temos S servidores, alimentado por uma populagao infinita e sem limitacdes
quanto ao comprimento méxﬁno da fila de espera. De notar que, se a taxa média de
chegadas de clientes ao sis@ma continua a ser A, independentemente do estado, a taxa
média de servigo (que se assugme ser p por cada um dos S servidores), dependera do estado

do sistema: &

M, =

nu ;n=12,..8
Sy n=2S5+1

O diagrama de transicao resultante sera:

A A A A A A
Estado: (83_(1) (%) (9. G=2g_Za-13 J&_Sawbd -
1 Sy

2 3p (s 1) S

Apresentaremos, em seguida, os resultados validos para um sistema M/M/S,
alimentado por uma populagao infinita e sem limitacbes quanto ao comprimento maximo da
fila de espera:
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Sistema M/M/S, Populagao = «; Fila maxima= «

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa média de chegadas
de )gclientes por unidade de tempo.
o

Dur%:éo do servigo com distribuicdo Exponencial Negativa com taxa
mé@a de p clientes por unidade de tempo por cada um dos S servidores.

_|nu n=12,...,8
M= Vsu  n=S+1

Disciplina da fila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxade ocupagédo p=A/(Sp ) (p<1)

Taxa de desocupagédo = 1-p

L=Ly+ Mlp
L _ SSpS+lPO
TSI(1-p)?

W= W,+1/p=LIL

W,= Lo/
{ Z(Sp) }
Si1-p) = n
Sp) p i

Py=q M
SP p avsel,

S!

(Sp)’ P, (1 _e—y.t(S—l—Sp))
Si(1=p)S-1-Sp)

P(w >t)= e {H } parat>0

N
(Sp)° By o~ Sut(1=p)

P(wg>t) = Si0_p) parat>0
Sp)’ P
P01 g

Fagamos agora um exercicio de aplicagao:
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Exercicio:

Resolva a questao 1 do exercicio d’”’0O Docinho”, assumindo que ha duas empregadas
mantendo-se todas as outras caracteristicas. Compare os resultados com os
correspondentes quando ha apenas uma mpregada, comentando.

A=15h"=15/60min™"; p=1/3min";
S=2; p=A/(Sw =38 (p<1v)

a) a probabilidade de estar apenas um cliente na pastelaria

SSpSH N S (Sp)n

P, = =0,45(45)~ 45 %
TP
_ (Sp)' . . g0
P, = P, ~34 % (Compare-se com o valor obtido no Ex.4: 19 %)

I!

b) a probabilidade de estarem, pelo menos, trés clientes na pastelaria

Po~45%; P,=

2
(Sp') P, ~ 13 %.

Assim, 1 -Py—-P1-P,~8 % (Ex4: 42 %)

De notar que se tivesse sid§ pedida a probabilidade de estarem exactamente trés clientes
O o2 3

S
na pastelaria, P3, terl’amog, S/?
S !

P, , ou seja, P;~ 4,8 %.

c) o comprimento médio da fila de espera

_ SSpS-HPO
SI(1=p)’

d) o tempo médio na fila

q = 0,12 clientes (Ex.4: 2,25 clientes)

L
W, = 7q= 0,48 min (Ex.4: 9,00 min)

e) a probabilidade de que um cliente esteja mais do que 5 minutos na pastelaria

. (S,O)S P, (1 _ e—Sy(S—l—Sp))

P(w >5)=e*
SId=p)S —1-5p)

} 5,3 % (Ex.4: 66 %)

f) a probabilidade de que um cliente esteja mais do que 3 minutos a espera para comegar
a ser atendido

- (Sp)SPO e—3S,u(1—p)z
Si(1- p)

Comentario: As diminuigcbes esperadas do tempo médio de espera dos clientes e do
comprimento meédio da fila de espera (resultantes da introdugdo de uma segunda

P(wy > 3) 59% (Ex.4: 58 %)
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empregada) sado de tal modo significativas que indiciam que duas empregadas (a tempo
inteiro) talvez sejam de mais ...

Exercicio FE04

E o que acontece se houver limitagbes fisicas, que ndo permitam o desenvolvimento
de uma fila de espera ilimitada ?

e Modelo M/M/1/K com populagao infinita e fila limitada

Consideremos que nas instalagbes onde decorre o servico, ndo podem ser
acomodados mais do que K clientes e, quando ja estiverem K clientes no sistema e se
verificar a chegada de um novo cliente, ser-lhe-a recusado o acesso ao sistema, i.e., trata-se
de uma fila de espera com capacidade finita. De notar que os potenciais clientes com

acesso vedado ndo poderado aguagdar no exterior do sistema, para entrada posterior.
et

[72]
o}

o
Neste caso a taxa média @ entrada em cada estado sera dependente do estado:
12

P A ;n=0]1..K-1
0 n> K

De notar que se se esta a admitir que a capacidade do sistema é limitada a um
maximo de K clientes, os estados seréo 0, 1, ..., K-1, K.

O diagrama de transicao resultante sera:
A A A A A
e T
vee b — 2 — 1 <
@y ¢y 3y (D - G233 T T3 1D
H e = e e

Estado:

Caracterizaremos, em seguida, o sistema M/M/1/K com capacidade finita, assumindo
que a populagao é ilimitada.
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Sistema M/M/1/K, Populagao = «; Fila maxima=K-1

Numero maximo de clientes no sistema = K

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A
clientes por unidade de tempo. A taxa de entradas no sistema sera
dependente do estado n do sistema (isto é, do numero n de clientes no
sistema):

1 = A=A (1-Py

n

A ;n=0]1..,K-1
0 n>K

Duracédo do servico com distribuicdo Exponencial Negativa — taxa de
atendimento de p clientes por unidade de tempo (pelo unico servidor).

Disciplina da fila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxa ge pressdo p=Li/p
o

(&} _
Taxa %e ocupagio = A/u

14 . _ 1_p
Taxa de desocupagdo = 1 - A/u = Py=P(wy;=0)= 17
- P
K+1
/O__(K+1)]/<)+1 £l
L=il-p l-p
K o
2 P
Ly=L- A/n
W=W,+ 1/p
W=L/2
Wo=Lg/ A
l1-p
P0=W=P(Wq=0)

p'Py  sp#lAan<kK
P.=31/(K+1) ;p=1An<K
0 n>K

E agora um exercicio de aplicagao ...
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Exercicio FE05

Em seguida, caracterizaremos o sistema M/M/S/K, com capacidade maxima para K
clientes, S servidores, continuando-se a assumir que a populagao é ilimitada.

e Modelo M/M/S/K com populagao infinita e fila limitada

A semelhanca do modelo anterior, ndo podem ser acomodados mais do que K
clientes no sistema, i.e., trata-se de uma fila de espera com capacidade finita com S
servidores.

Tal como no modelo anterior, a taxa média de entrada em cada estado sera
dependente do estado:

A ;n=01..,K-1
0 n=>K

A diferencga relativamente ao modelo anterior reside na existéncia de S servidores, o que fara
com que a taxa média de saida de cada estado também seja dependente do estado (a
semelhanga do que aconteceu no modelo M/M/S):

nu ;n=12,..,8
My =

Sy ;n>2S+1
A semelhanca do modelo M/M/1/K, os estados serdo 0, 1, ..., K—1, K.

O diagrama de transigao resultante sera:
A A A A A A
Estado: (@) (1) (2) (D). G233 Qa3 (&) kD
" 21 3 Sp

(s 1)pe S

Caracterizemos, entdo, este modelo:

200



Sistema M/M/S/K, Populagado = «; Fila maxima=K-S

S < K; N°maximo de clientes no sistema = K; N° de servidores = S

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A clientes

por unidade tempo. A taxa de entradas de clientes no sistema sera

dependente do estado n do sistema (isto €, do ndmero n de clientes no

sistema): =

e A ;n=0]1..,K-1 —

A, = DA =0 (1-Py)
0 n> K

n

Duracéao do servigo com distribuicdo Exponencial Negativa com taxa média de
u clientes por unidade de tempo por cada um dos S servidores.

_nu n=12,..S8
Hn = Su  ;n>8+1

Disciplina da fila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxa de pressdao p=A/(Sp) )

Taxa de ocupagdo = A/(Sp ) A=xr(1-P)

Taxa de desocupagdo = 1—- A /(Sp )

S S+l K-S s n ]!
{Sp (-p )+Z(Sp)} el
| T R R
-1
SS S Sn
{E(K—S)JF;X} P =
(Sp) PO ; _1’ ,S
n!
S n
P, = SS"O P, in=S+1,..K
0 n>2K+1

S-1
P(wg=0)= > P,
n=0

SSIOS-HPO

=S!(l—_m2[1—p S (- p)K - 8)p*

q

W=Wg+1/p; L=4 W=Le+A/n

E agora um exercicio de aplicagao ...
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Exercicio FE05

e Modelo M/M/S/N com populagao finita e fila ilimitada

Imaginemos que numa fabrica de téxteis existem 15 teares que, quando se avariam,
séo reparados por dois técnicos de manutencao. Sabe- -se que o intervalo de tempo
entre duas avarias consecutivas se pode considerar com distribuicdo exponencial e que a
reparagao de cada tear avariado tem uma duragao que também se pode considerar com
distribuicdo exponencial.

Trata-se de um sistema M/M/2/15 alimentado por uma fonte com dimensao
finita (15), ou populagdo finita, onde os clientes serdo os teares avariados e os dois
servidores serao os técnicos de manutengao.

Em algumas aplicagdes industriais, tal como no exemplo apresentado, € muito
importante considerar uma nova extens&o dos sistemas M/M/1 e M/M/S: a populagdo com
dimensao finita, isto € uma fonte que possa gerar, no maximo, N clientes. Trata-se dos
sistemas M/M/1/N e M/M/S/N com fonte com dimensé&o finita.

Neste modelo, a taxa média de entrada em cada estado sera dependente do estado:
P AMN=-n) ;n=0l..,N-1
" 0 n>N

Se se eStiver a admitir um Unico servidor, a taxa média de saida de cada estado sera
igual a p, para #bdos os estados; caso o sistema tenha S servidores, a taxa média de saida
de cada estadoc;seré dependente do estado (como sucedia no modelo M/M/S):

&
_nu n=12,..,8
=Sy in= S+l
De notar que se a populagao é finita, com dimensao N, os estados seréo 0, 1, ..., N-

1, N.

Assim, os diagramas de transigcdo correspondentes aos modelos M/M/1/N e
M/M/S/N serdo os seguintes:

NA (N —DA ... (N —=n+2)A (N —n+ DA

Estado: @..o .(3.(:. “
= =
NXA (N —=DA (N=5+2A (N —s5s+4+ DA

Estado q/.:;. C{:@
M 2p

Caracterizaremos, em seguida, o sistema M/M/S/N com fonte com dimenséo finita,
referindo alguma particularizagdo decorrente da existéncia de um unico servidor (S = 1).
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Sistema M/M/S/N, Populagao = N (Fila maxima = N - S)

S < N; N°maximo de clientes no sistema = N; N° de servidores = S

Prgcesso de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A clientes por
unidade de tempo. A taxa de entradas de clientes no sistema sera dependente do
esf,‘ado n do sistema (isto €, do nimero n de clientes no sistema):

5] B _{x’t(N—n) ;n=0,1..,N-1

@ . A =A(N-L)
0 in>N

Duragéo do servigo com distribuigdo Exponencial Negativa com taxa média de p
clientes por unidade de tempo por cada um dos S servidores.

_|nu n=12,...,8
B =Sy n>s+1

Disciplina da fila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxa de ocupagao = Al (Sp)

Taxa de desocupagdo = 1 - /7_,/( Sup)

S*l N' n N i n
P: P ——
° ,,Z;‘(N n)'n'( j ZS n)vS'S"S[ j

Caso particular S = 1:

N

z (N )‘ = taxa de desocupacéao
n=0 n

Po

PO n=1..,8
(N n)'n'

P, = ns( jPO n=S+1,.,N
(N—n)!S!S P

0 ;n>N+1

Caso particular S = 1:

' n
b = M A P, n=1,.,N
"TYWN -\ p

0 n>N

continua
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continuagao

Sistema M/M/S/N, Populagao = N (Fila maxima= N - S)

L= ZN:(n—S)Pn

n=0

Caso particular S = 1:

L= N-2E2 )

We=Lg/ A

W=W,+1/u ; L=AW=Lg+ A/n

©
Desde ja poderemdg’ observar que, para N elevado, se torna praticamente
incomportavel determinar P, ¢ as restantes medidas de desempenho do sistema por célculo
manual ! >

S
14

E agora um exercicio de aplicacao ...

Exercicio FEO7

¢ Modelo com taxa de chegada e/ou taxa de servigo dependente do
estado

Os modelos apresentados tém vindo a assumir uma taxa média de servigco
constante, independente do numero de clientes no sistema. No entanto, na realidade,
quando os clientes sdo pessoas, muitas vezes o aumento do niumero de clientes no sistema
vai pressionando o(s) servidor(es) que aumenta(m) a sua taxa média de servigo.

Analogamente, a taxa média de chegadas ao sistema pode nio ser constante — os
potenciais clientes ao verer&o sistema com elevado numero de clientes em espera, poderao
optar por ndo entrar no sj8tema, fazendo com que a taxa média de chegadas seja, na
realidade, decrescente com9 niumero de clientes no sistema.

=}

14

Descreveremos, em seguida, uma possivel formulacdo destas situacdes, ainda a
partir do processo de nascimento e morte. Por simplicidade, optaremos por fazé-lo
exclusivamente para o caso de um unico servidor, deixando ao leitor interessado na
generalizagao a sugestdo de uma consulta a Bibliografia.

Assumamos, entdo, que S =1 e que
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w=n°.ny, paran=1,2, ..

n representa o numero de clientes no sistema; 4 a taxa média de servigo, quando esta
apenas um cliente no sistema (situagdo sem pressdo); u, a taxa média de servigo, quando
estdo n clientes no sistema (situacdo de presséo); e c¢ €& uma constante positiva, o
coeficiente de presséo, que indica o grau de influéncia que o nimero de clientes tem sobre a
taxa de servigo. De notar que nos modelos anteriormente apresentados se assumiu
implicitamente c=0.

Se assumirmos, adicionalmente, que o processo de chegadas & Poissoniano com A,
=X, paran=0,1,2, ..., poderemos obter os coefientes C, correspondentes ao processo de
nascimento e morte correspondente:

Al &
C, = % paran=1,2, ...

(n)*

Notemos que, desde que c > 0, se poderdo atingir as condi¢des de equilibrio, pelo
que poderao aplicar os resultados obtidos para o processo de nascimento € morte. Ainda
que nao exaustivamente, recordemos alguns desses resultados:

P.=C,Py, paran=1,2, ....

Po=1/(1+ ) Cy)

n=1

L=i n.P,

n=0

Infelizmente, neste modelo, ndo é possivel obter expressdes analiticas para os
somatorios, que deverdo ser determinados numericamente. Alguns livros apresentam
alguns graficos com a representacado de algumas das relagdes, em fungao de alguns valores
dos parametros envolvidos.

Exercicio FE08

©

<=

(2}
No modelo apresentaqg, modelou-se a pressdo sobre a taxa média de servico.
Mas, como se referiu, pode sekjmportante assumir uma situagao de pressao sobre a taxa
média de chegadas ao sistemaé Tal pode ser modelado do modo seguinte:

kn=(n+1)_b.ko, paran=0,1,2, ...
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n, Lo, An € b sao definidos de modo analogo ao anteriormente referido. Se se assumir que
a taxa média de servigo é constante, p, = u, teremos.

_ Rlw)
(n!)’

, paran=1,2, ...

n

Poderemos utilizar estes coeficientes C,, nos resultados ja referidos para a situagéao
de equilibrio do processo de nascimento e morte.

Exercicio FE09

Um modelo mais geral permite uma modelagdo conjunta dos efeitos de presséo
sobre as taxas meédias de chegada e de servigo. Basta assumir-se conjuntamente:

MWh=n%.py, paran=1,2, ..
Am=(m+1)°.%, paran=0,1,2, ..

sendo a e b constantes de presséo definidas de modo analogo ao anteriormente referido.
Ter-se-a, entéo

A/ 1)"
C, = (O—ﬂl) paran=1,2, ...

(n!)a+b

De notar que as trés formulagdes se podem reduzir a uma Unica, sendo entdo
necessario especificar o quociente que é elevado a poténcia n, bem como o coeficiente de
pressao que é a poténcia a qual se eleva n!, o que permite utilizar os resultados gerais
apresentados graficamente em alguns livros.

S6 uma nota final para recordar a utilizacdo de logaritmos, que pode ser util, na
resolugao de problemas com este modelo. Suponha-se que, num dado exercicio se assume
que w4 = 2,5 clientes por hora e pg = 5,0 clientes por hora. A determinacdo da constante de
presséo faz-se facilmente: 5,0 =6°. 2,5.

50=6°.2,5 < 6°=2 < logs(6°) = logs(2) < c=[In(2)/In(6)] < c = 0,3387

Exercicio FE10

Até agora apresentémos%nodelos de Filas de Espera, baseados no processo de
nascimento e morte que, cons@uentemente, descreviam os intervalos de tempo entre
chegadas consecutivas e as duragges de atendimento com distribuigdes exponenciais.

=

(14
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Mas, se as chegadas forem previamente marcadas, ou, de algum modo, reguladas, o
processo de chegadas perde o seu caracter Poissoniano. Analogamente, se as
necessidades dos varios clientes, em termos de atendimento, forem idénticas, deixa de fazer
sentido a utilizacdo da distribuicdo Exponencial para descrever a duragao do atendimento de
cada cliente.

Neste casos, dever-se-a considerar modelos que envolvam distribuicbes néo
exponenciais.
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MODELOS ENVOLVENDO DISTRIBUICOES NAO EXPONENCIAIS

e Modelo M/G/1 (Cadeias de Markov encaixadas)

No modelo M/G/1 assume-se um processo Poissoniano de chegadas de clientes,
com taxa média fixa A, que vao ser atendidos por um unico servidor, ndo sendo postas
quaisquer restricbes a distribuicdo da duragdo do atendimento — é apenas necessario
conhecer (ou estimar) o valor médio (que consideraremos seriguala 1/ ) e a variancia o’
dessa distribuigdo (ndo especificada).

Neste caso, em geral, ndo sera possivel recorrer as equagdes de equilibrio, uma vez
que a duragdo dos atendimentos podera apresentar “memoéria”. Em alternativa, pode
analisar-se o sistema imediatamente apds a saida de cada cliente, constituindo uma cadeia
de Markov que fica “encaixada” num processo ndo-Markoviano.

Se p=A/p<1um tal sistema podera eventualmente atingir o estado de equilibrio,
sendo entao validos os seguintes resultados:

P0:1-p

Aot + p?
2(1-p)

L =p+lg

q

Wy =Lg /24

W =W, + 1/pn

E interessante notar que apesar ccéeste modelo permitir qualquer distribuicdo para a
duragdo do atendimento, se conseguem Gbter resultados analiticos, baseados na Féormula
de Pollaczek-Khintchine para a deter@inagéo de L

=
14

Aot p’
2(1- p)

Infelizmente, nao foi possivel determinar expressdes analiticas para o caso de multiplos
servidores.

Se a duragao do atendimento for Exponencial, ¢* = 1 /uz, obtendo-se os resultados ja
apresentados para o modelo M/M/1.

Uma ultima nota para o facto de, para um valor médio da duragdo do servigo
constante, W, W,, L e L, aumentarem com o aumento da variéncia da distribuicdo da
duracao do servigco ! Tal mostra que o desempenho do servidor ndo é apenas relevante no
que toca ao seu valor médio ...
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e Modelo M/D/1

Se continuarmos a assumir que o processo de chegadas € Poissoniano, que temos
apenas um servidor e se o atendimento aos diferentes clientes consistir numa rotina
relativamente idéntica, praticamente ndo se verificara qualquer variagdo na duragdo do
servi¢o, sendo entdo util o modelo M/D/1, que pode ser encarado como um caso particular do
modelo M/G/1, fazendo &* = 0.

Assim, a Férmula de Pollaczek-Khintchine originara:

2

- _P
2(1-p)

q

E interessante notar que o valor indicado na férmula acima é metade do
correspondente valor para o modelo M/M/1: ou seja, se a distribuicdo do atendimento for
Exponencial com parametro n, gscomprimento da fila de espera sera duplo do que seria se
todos os atendimentos fossem éxecutados com duragdo deterministica (igual a 1/u). Fica
assim patente a importancia d® variancia da distribuigdo da duragdo do atendimento no
desempenho do sistema ! 05:‘

Num sistema com multiplos servidores (M/D/S) tudo se torna mais complicado —
deixa-se ao leitor mais interessado a sugestdo de uma leitura da Bibliografia. (Note-se que,
no entanto, alguns livros apresentam alguns graficos que representam as principais relagoes,
em fungdo dos valores dos parametros).

e Modelo M/Ey/1 (Método dos Estadios)

Como se referiu anteriormente, nos sistemas M/D/S assume-se que a duragédo do
atendimento de um cliente é deterministica (c = 0) — uma situagéo tedrica que raramente
ocorre rigorosamente na pratica. Num outro extremo, temos o s modelos M/M/S, em que se
assume uma variagao muito grande (c = 1 / p = duragdo média do atendimento de um
cliente). Ora, na realidade, muitas vezes nem temos uma duragédo deterministica, nem
temos uma variagcdo tdo elevada — é para estes casos que se torna util recorremos a
distribuicdo Erlang-k.

Consideremos um sistema com um processo Poissoniano de chegadas, com taxa 2,
e com a duragdo do atendimento de um cliente, T, com média 1/ pn. Imaginemos que se
sabe que a duracdo de cada atendimento ndao segue uma distribuicdo Exponencial e, que se
assume que cada atendimento se pode decompor numa sequéncia de k estadios
consecutivos, cada um deles com duragdes, T;, independentes e identicamente distribuidas,
com distribuicdo Exponencial de valor médio 1/(kp).
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T1, T2, . Tk v.a. i.i.d.
T: ~ Exponencial de média igual a 1/(kp)
T~ T1+ T2+ ot Tk

T ~ Erlang-k com valor médio igual a 1/p e variancia igual a 1/(kp?)

A distribuicdo Erlang-k (mais rigorosamente, distribuicido Erlang, com
parémetros k e p), tem valor médio igual a 1/u e variancia igual a 1/(k;,t2). Assim, o

coeficiente de variagao da distribuigdo Erlang-k sera [ 1/(\/;;1) 1/[1/u], ou seja, sera

igual a 1/\/;. De notar que como K influi directamente na variancia da distribuicdo Erlang-k,
costuma designar-se por parametro de forma.

De notar que o coeficiente de variagao da distribuicao Erlang-k € sempre menor, ou
igual a 1 (a igualdade ocorre quandg k = 1, i.e., quando a distribuicdo Erlang-k coincide com
a distribuicdo Exponencial). S

>

Assim, para utilizarmos o dnétodo dos estadios, comegaremos por calcular o
coeficiente de variagdo da distribuigdo da duracdo do atendimento de um cliente (que tera de
ser inferior a 1, para que o método se possa utilizar). Imaginemos que o valor médio era
igual a 15,00 minutos e que o desvio padrao era igual a 6,75 minutos — ter-se-ia, assim, o

coeficiente de variagao igual a 0,45. Fazendo ‘I/\/;= 0,45, vem que k = 4,938, pelo que
parece razoavel adoptar-se k = 5. Adoptar-se-ia, entdo, a distribuicdo Erlang-k, comk =5 ¢
pu = 1/15 (adoptando o minuto como unidade de tempo).

O Modelo M/Ey/1 pode ser caracterizado a partir da analise do correspondente
diagrama de transigédo de estados (baseado no processo de nascimento e morte). De notar
o cuidado inicial que se tera de ter na designacao dos estados: 0; 1,k; 1,k-1; ...; 1,2; 1,1; 2,k;
.02,1:3k;...;3,1; ...

No que diz respeito as chegadas, do estado 0 transita-se para o estado 1,1 com taxa média
A; ... do estado 1,3 transita-se para o estado 2,3 com taxa média A ... No que diz respeito
as finalizagdes de atendimento (ou, mais precisamente, de estadios de atendimento), passar-
se-a do estado 2,k-1 para o estado 2,k, deste para o estado 1,1, deste para o estado 1,2, ...,
para o estado 1,k e, finalmente, para o estado 0, sendo cada taxa média de transigao igual a

ku.

Esta designacdo dos estados podera ser, posteriormente, simplificada para uma
designacao unidimensional... Em seguida poderemos escrever as equagdes de equilibrio
para os varios estados e, apds varias manipulagdes, deduzir alguns resultados.

No entanto, como ja apresentamos o modelo mais geral M/G/1, poderemos encarar o
modelo M/E/1 como um caso particular desse, com o’=1/ (k uz). Assim, a férmula de
Pollaczek-Khintchine para a determinacéo de L, sera:

l+k A
2k p(u—2)
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Os demais parametros relevantes podem ser obtidos por aplicacdo das férmulas
apresentadas no modelo M/G/1, bem como alguns resultados gerais (p.ex., L =1 W).

Para os leitores mais intgeessados deixamos dois topicos que poder&o desenvolver
com leituras complementares da Bibliografia:
(&)

1 - O método dos estédioéﬁambém ¢é aplicavel aos sistemas E,/M/1 e E/E\/1.

2 — Se o coeficiente de variagao da distribuicdo da duragdo do atendimento de um
cliente (/distribui¢do das chegadas) for maior que 1, poder-se-a aplicar 0 método dos
estadios, mas os estadios deverdo desenvolver-se em paralelo (e ndo em série,
como se apresentou).

Exercicio FE11

e Modelos sem entradas Poissonianas

Os modelos M/ .../... assumem um processo de chegadas Poissoniano (intervalos de
tempo entre chegadas consecutivas independentes e identicamente distribuidos, com
distribuicdo Exponencial). No entanto, em certas situagdes, tal podera ndo ser o mais
adequado. Como proceder entdo?

Se a duragao do atendimento de um cliente for Exponencial, com um parametro fixo,
poderemos obter, de imediato, trés modelos por inversdo das distribuicdes assumidas para
as chegadas e para os atendimentos, nos modelos M/G/1, M/D/1, M/E/1, obtendo entdo os
modelos G/M/1, D/M/1 e E/M/1.

O modelo G/M/1 nao impde qualquer restrigdo a distribuigdo associada ao processo
de chegadas; o modelo D/M/1 assume chegadas a intervalos regulares; o modelo E,/M/1
permite modelar um processo de chegadas que, ndo sendo Poissoniano, também né&o é
deterministico (intervalos de tempo constantes). Para alguns destes modelos, bem como as
suas versbes com mdultiplos servidores, foi possivel representar graficamente algumas
relagdes com interesse.
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MODELOS DE FILAS DE ESPERA COM DUISCIPLINA PRIORITARIA

Em certos sistemas de filas de espera o atendimento nao é feito apenas por ordem
de chegada, mas existe um sistema de prioridades, pelo que o atendimento de um cliente é
feito pela respectiva prioridade.

O tratamento analitico de sistemas com prioridades €, obviamente, mais complicado
do que o de sistemas sem prioridades. Como consequéncia, apenas se dispde
maioritariamente de resultados para o caso de um unico servidor. Contudo, ha um sistema
com multiplos servidores que apresenta resultados interessantes. Caracterizemo-lo:

e Assume-se que existem N classes de prioridade (a classe 1 com prioridade
mais elevada e a classe N com mais baixa prioridade). Os clientes s&o atendidos
por ordem das suas classes de prioridade e, dentro da cada classe, por ordem de
chegada;

e Assume-se que o processo de chegadas é Poissoniano, permitindo-se que a
taxa de chegadas de clientes das varias classes possa ser diferente;

e Assume-se que as duragdes de atendimento sdo Exponenciais para cada
classe, assumindo-se, adicionalmente, que a duracdo média de atendimento é igual
para todas as classes.

De notar que, se se ignorar as prioridades, estaremos perante o modelo M/M/S.
Assim, quando contabilizarmos o numero total de clientes no sistema, poderemos considerar
as distribuicdes limite apresentadas para o modelo M/M/S. Consequentemente, para um
cliente seleccionado aleatoriamente, s&o validas as expressbes obtidas para L, Ly, W e W,
nesse modelo. O que muda éa distribuicdo do tempo de espera: num modelo com
prioridades a varidncia da distribu@éo do tempo de espera aumenta — teremos clientes de
prioridade mais elevada com tempos de espera mais baixos do que ocorreriam com a
disciplina FIFO sem prioridades e,éomo se esperaria, clientes de prioridade mais baixa com
tempos de espera mais elevados ... O que nao é de estranhar ja que se pretende melhorar
o desempenho do sistema no que diz respeito aos clientes de mais elevada prioridade, a
custa de um pior desempenho para os clientes de mais baixa prioridade.

Assim, é importante calcular o tempo de espera médio para um cliente de cada
classe de prioridade.

Assumamos que prioridades “nao absolutas” (nonpreemptive priorities), i.e.,
um cliente que esta a ser atendido, ndo vé o seu atendimento interrompido pela chegada de
um cliente com mais elevada prioridade.

Assumindo prioridades “nao absolutas”, Wy, o tempo de espera médio
para um cliente da classe de prioridade k (incluindo a duragdo do atendimento) sera
dado por:
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1
W= —+—, parak=1,2,...,,N
AB, |.B, u

B, =1--—, parak=1,2,..,N,
Sy

e S =numero de servidores,
u = taxa média de servigo por cada servidor ocupado,

Ai = taxa meédia de chegadas da classe de prioridade i, i=1,2,...,N
N
A=Y Me
i=1
r=x/un

k
Estes resultados assumem que z M < S . pu, de modo a que a classe de
8 i=1
prioridade k possa atingir uffi estado de equilibrio. Para cada classe de prioridade aplica-se
a Formula de Little, peld” que o numero esperado de clientes da classe de
prioridade k no sistemana_(incluindo os que estao a ser atendidos) sera

Lk =2k . Wk, parak=1,2,...N.

Notas: 1) Para a classe k, o tempo médio de espera a aguardar atendimento,
seraiguala Wy—-1/u parak=1,2,...N;

2) O comprimento médio da fila de espera correspondente a classe k
seraiguala A¢.(Wx—1/p), parak=1,2,...N.

3)Se S=1, A= %/n.

Assumindo prioridades “absolutas” (preemptive priorities), i.e., o atendimento
de um cliente sera interrompido (e re-enviado para a fila de espera) pela chegada de um

cliente com mais elevada prioridade, e mantendo as demais hipéteses ja referidas, Wy, o
tempo de espera médio para um cliente da classe de prioridade k (incluindo a
duracao do atendimento) sera, para um unico servidor, dado por:
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Wo= 24 parak=1.2, N

By ,.B,

Lk =2k . Wk, parak=1,2,...N.

Para o caso de muliltiplos servidores, dever-se-a adoptar m processo iterativo (para
os leitores mais interessados, recomenda-se a consulta de Hillier e Lieberman).

Os correspondentes resultados para a fila de espera (excluindo os clientes que estao
a ser atendidos) obtém-se a partir de Wy e Ly com se referiu para as prioridades “néo
absolutas”.

Refira-se, finalmente, que dado que a distribuicdo Exponencial ndo tem meméaria, as
interrupgdes de atendimento n&o afectam, em média, o processo de atendimento: a duragéo
meédia total do atendimento continua a%.er iguala 1/ u. Quando um cliente com atendimento
interrompido voltar a ser atendido,aa distribuicdo da duracdo do atendimento restante
continuara a mesma. De notar que, tal ndo ocorre para nenhuma outra distribuicdo da
duragao de um atendimento ! é

Exercicio FE12
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REDES DE FILAS DE ESPERA

Até agora temos vindo a considerar sistemas de Filas de Espera com um unico local
de atendimento (ainda que com um ou mais servidores). No entanto, em muitas situagdes
reais, um cliente tem de passar por uma sequéncia de filas de espera (seguindo, ou néo,
uma determinada ordem) — o output de algumas dessas filas sera o input de outras.
Estaremos, assim, perante um sistema de redes de filas de espera. Quando tal ocorre,
é importante estudar globalmente a rede para determinar o tempo total de espera, ou o
numero total de clientes no sistema.

Dada a dificuldade de modelagdo destes sistemas, a maior parte dos modelos

divulgados assume processos Poissonianos de chegada e duragbes de atendimento
exponenciais.

e Filas ilimitadas em série

Consideremos um sistema constituido por k filas (sem limite de capacidade), em
série), como se esquematiza em seguida:

Estadio 1 Estadio 2 Estadio k
—>
Taxa
de Output 1 = Output 2 = Output k-1
entrada = Input2 = Input3 = Input k —>
A
00O (o) (o NoNoRNITIN o N0 Saida
—>
S, servidores S, servidores Sk servidores
Taxa 4 Taxa pp Taxa py

O importantissimo Teorema de Jackson, garante-nos que:

Se
(1) o processo de chegadas dos clientes a um sistema de espera for
Poissoniano com taxa A,®
(2) as duragdes dos atendi@entos dos servidores em cada estadio
forem exponenciais, com=parametro y;, e
(3) cada estadio permitir a ivormacao de uma fila ilimitada (modelo
M/M/S), com S.u> i,

entdo o processo de saidas dos clientes de cada estadio do sistema de espera
€ Poissoniano, com taxa A.

Fagamos alguns comentarios breves ao Teorema de Jackson:
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i) De notar que ndo é feita qualquer restricao a disciplina das filas !

i) Se o processo de saidas dos clientes de cada estadio do sistema de espera
€ Poissoniano, com taxa A, entdo o processo de chegadas a cada estadio é
Poissoniano, com taxa A.

iii) Em condigbes de equilibrio, cada estadio k podera ser analisado
independentemente dos outros: sera alimentado por um processo
Poissoniano de chegadas, tera Sy servidores, com duragao de atendimento
exponencial, com taxa p: assim, podera ser tratado com um modelo M/M/Sg
(com, ou sem prioridades).

iv) Infelizmente, na realidade, nem sempre é possivel garantir a formagao de
filas ilimitadas em todos os estadios, pelo que o Teorema de Jackson nem
sempre podera ser invocado.

Realcemos, pela sua extraordinaria importancia, o terceiro comentario acima
apresentado. A possibilidade de seutilizar um modelo M/M/S para cada estadio,
independentemente dos outros, € uma efiorme simplificagcdo. Por exemplo, a probabilidade
conjunta de se ter n, clientes no estadio 13 n, clientes no estadio 2, ..., ny clientes no estadio
k podera, assim, obter-se simplesmente como o produto das probabilidades individuais:

(14

P(N1=n1/\N2=n2/\.../\Nk=nk) = Pn1-Pn2-----Pnk

Esta forma da solugdo designa-se por forma de produto (product form).  Os
sistemas com filas com capacidade limitada nao apresentam solug¢des na forma de produto !

Exercicio FE13

e Redes de Jackson

A utilizagdo dos modelos M/M/S independentemente para cada estadio ocorre
também noutros contextos, para além das filas ilimitadas em série. As Redes de Jackson
também permitem essa abordagem. Nas filas ilimitadas em série os clientes tém de
percorrer obrigatoriamente todos os estadios, em sequéncia (estadio1, estadio2, ..., estadio
k); nas redes de Jackson os clientes podem nem visitar todos os estadios, poderao visita-los
por qualquer ordem e, para cada estadio, os clientes poderdo ser provenientes quer de
outros estadios, quer do exterior (segundo um processo Poissoniano). Resumamos, entéo,
as caracteristicas deste tipo de sistema:
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Uma Rede de Jackson é um sistema de k estadios, onde o estadio i (i = 1,
2, ..., k) tem:

1) uma fila ilimitada;

2) os clientes chegam do exterior do sistema de acordo com um processo
Poissoniano com parametro a; e

3) S; servidores, que asseguram uma distribuicio de atendimento
exponencial, com parédmetro .

Um cliente que deixe o estadio i segue para outro estadioj (j=1,2, ..., kej=i)

k
com probabilidade pj, ou partira do sistema com probabilidade q;=1 - Z Pij-

J=1
J#

Text

Em situagdo de equilibrio, cada estadio j de uma rede de Jackson (j =1,

2, ..., k) comporta-se como se fosse um sistema M/M/S independente, com taxa
de chegadas A;:

k
A= g + z Ai-Pij com S;.p; > A
i=1

i#]

Intuitivamente poderemos compreender este resultado, recordando- -nos que o
caracter Poissoniano de um processg) de Poisson ndo é afectado pela desagregacédo do
processo, ou pela sua agregacao a odtros processos Poissonianos. Ora se sabemos que o
processo de saidas de cada estado é%oissoniano, se sabemos que o processo de chegadas
do exterior € Poissonano (que se d@agregaré, em contribuicbes para entradas em cada
estadio directamente do exterior), pode concluir-se que o processo de entrada em cada
estadio € uma agregagdo de contribuicbes Poissonianas e, assim, € um processo
Poissoniano.

Exercicio (Hillier e Lieberman):

Considere uma Rede de Jackson, com os dados seguintes:

Pjj

Estadioj | S | 1w | a [i=1]i=2]i=3
=1 1 10| 1 | — |01]o04
j=2 2 | 10| 4 06| — |04
i=3 1 (10| 3 [03]03]

a) Determine as taxas de entrada nos diferentes estadios.
b) Determine o nimero total de clientes no sistema.
c) Determine o tempo total esperado de permanéncia no sistema por cliente.
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k
a) Escrevamos as equagbes A, = a; + z Ai.pjj
i=1

i#]

A= 1 +0,1 A+ 0,4 A3
A= 4 +0,6 Ay +0,4 A3
A3 = 3 +0,3 Ay +0,3 Ay

Resolvendo o sistema, obtém-se A4 =5 A =10, A3=7,5.
©

Assim, podé!’mos considerar que, para cada estadio i, se tem um sistema M/M/S cm taxa de

entradas A;,_taxa de servigo y; e S; servidores.
=]
("4

b)

Estado 1: fila M/M/1, com A4 =5eu;=10.

p=5/10=05 P,=p" . Py e Py=1-p, ouseja, P, =0,5""
L = M/(u-A), ou sejaLy =1.

Estado 2: fila M/M/2, com A4 =10e py =10.
1/3, paran, =0
p=10/(10.2)=0,5  Py=1/3, ouseja, Ppp= 1/3, para n2 =1
(1/3)).(1/2)"* " para n2 > 2
L=Lq+Mu =Po. (Mu)sp/(S!. (1-p)*) + Mu, ou sejal, = 4/3.

Estado 3: fila M/M/1, com A4 =7,5epu=10.
p=75/10=0,75; P,=p". P, e Py=1-p, ouseja, Pn3=0,75".0,25
L = M/(u-A), ou seja Lz = 3.

Assim, a fung&o de probabilidade conjunta (n&o pedida), pode escrever-se na forma produto:

P(N1=n1/\N2=n2/\N3=n3) = Pn1 -PnZ-PnS
Quanto ao numero de clientes no sistema, teremos L = Ly + L, + L3 = 5,33(3).

c) A determinagéo do tempo total esperado de permanéncia no sistema por cliente nao
pode ser feita tdo imediatamente. Com efeito, como nem todos os clientes sdo obrigados a
ir a todos os estadios, nao poderemos somar os tempos correspondentes a cada estadio.
No entanto poderemos ainda utilizar a Férmula de Little, considerando que a taxa global de
chegadas de clientes vindos do exterior é A=a;+ta+a;=8. Assim,W=L
I A = 2/3 (unidades de tempo).

Exercicio FE14

Naturalmente, as Redes de Filas de Espera ndo se esgotam nos dois modelos
apresentados. As filas de espera com bloqueio (devido a limitacdo da capacidade das
filas em série, quando uma fila a jusante atinge o seu limite de capacidade, produz-se um
bloqueio nas filas a montante, impedindo ai o processamento de clientes), as redes
fechadas de Jackson (que consideram uma populagdo limitada a N clientes, que
continuamente re-alimentam o sistema) e as filas ciclicas (rede fechada em que o output da
12 fila € o input da 22 fila, o output da 22 fila € o input da 32fila, ..., o output da k-ésima fila é o
input da 12 fila) sdo algumas extensdes das Redes de Filas de Espera. O leitor interessado
nalgum destes topicos é remetido para a Bibliografia (em particular, Gross, D. and C. Harris,
“Fundamentals of Queueing Theory”, J. Wiley, New York (1985)).
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CONCLUSAO

A importancia das Filas de Espera é evidente no dia-a-dia e em variados
contextos. Assim, é evidente que a gestdo adequada de um sistema de filas de espera tem
repercussdes na qualidade de vida e na produtividade.

Na modelagdo matematica de sistemas de filas de espera a distribuigao
Exponencial tem um papel fulcral, ainda que em determinadas situagdes possa ser Uutil
considerar outras distribuicbes, nomeadamente a Erlang-k.

De referir ainda a necessidade de, em certos sistemas, se tornar necessario separar
os clientes em diferentes classes, cada uma das quais com um nivel de prioridade distinto.

Quando um cliente precisa de recorrer a varios servigos, num mesmo sistema, torna-
se Util modela-lo como uma rede de filas de espera.

Refira-se, finalmentg, que quando ha particularidades especiais, ndo contempladas
bvd by - ~ -
em qualquer modelo conhe%do, poderemos recorrer a simulagao de filas de espera.

Ruy C
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